CR1

CORRELACION Y REGRESION

CRI

Correlacion Lineal

a.

Considérese el problema de tratar de hallar la relacion funcional existente entre dos
variables aleatorias X e Y.

La investigacion de dicha interrelacion, basada en n experimentos en que dichas variables
asumieron pares de valores (X1 , Y1) ... (Xn, Yn), generalmente se encara graficando dichos
pares de valores sobre un sistema de coordenadas ortogonales. Dicho gréfico, Ilamado
diagrama de dispersion a menudo permite discernir si existe alguna tendencia hacia algin
tipo de interrelacion entre ambas variables, y, si posible, la naturaleza de dicho tipo de
interrelacion.

A titulo ilustrativo considérese la tabla de la figura CR l.a correspondientes a las notas
obtenidas por 30 alumnos en Matematicas y Fisica, siendo 50 la nota maxima posible.
Arbitrariamente, se asignara la variable X a la nota obtenida en Matematicas e Y a la nota
obtenida en Fisica, resultando asi el diagrama de dispersion indicado en la figura CR I.b.
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A primera vista, del diagrama de dispersion resulta que existe una tendencia a que valores
altos de X estén asociados con valores altos de Y, y a que valores bajos de X estén asociados
con valores bajos de Y, resultando asi que la tendencia de la dispersion es hacia una linea
recta, y seria deseable medir de alguna manera el grado en que las antedichas variables X e
Y estén linealmente interrelacionadas.

Con el fin de efectuar dicha medicion se empezaré por ver que condiciones seria deseable
que tuviera.

Para empezar dicha medicion deberia ser independiente de la eleccion del origen de las
variables. El hecho de que el diagrama de dispersién de la figura CR I.b tenga por origen el
punto (25, 25) implica que se admitié que la interrelacion entre X e Y es independiente del
origen.

Esta propiedad se obtiene usando valores x, —X e y, —y en vez de los valores primitivos x;
€Yi.

En segundo lugar, la medicion de la interrelacion debe ser independiente de las unidades en
que vienen medidos los valores X e Y.
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Asi, si los valores x; e y; indicados en la figura CR l.a fueran ambos duplicados, no deberia
quedar afectada la medida de la interrelacion entre X e Y. Esta propiedad es obtenida
dividiendo los valores x; por una constante que tenga su misma dimension, y haciendo lo
propio con los valores y;. Por razones que seran evidentes mas adelante se tomaran a s,y a sy
como dichas constantes.

Es decir que las dos propiedades recién indicada seran obtenidas usando valores:

Xj — X ] yi_y

Uj =

en vez de los x; e y;.
El diagrama de dispersion de los puntos (u; , v;) correspondiente a los datos de la figura
CR l.aes el indicado en la figura CR I.c.

v

2__

[ ]
[ ]
° o .
[ X J

1 Te

° [ )

[ ] [ ] °

° °
| | o
[ ]
-2 . -1 . R 1 2
[ ]
[ ]
1T
[ ] [ ) [ )
[ ] [ ]
[ ] [ ) [ )
_2 i
Fig. CR l.c

Se puede observar en este diagrama que la mayoria de los puntos estdn ubicados en los
cuadrantes primero Yy tercero y que dichos puntos tienden a tener coordenadas cuyo valor
absoluto es mayor que la de los puntos ubicados en los cuadrantes segundo y cuarto.
n
Una sencilla medida de esta tendencia es Zuivi . Los puntos de los cuadrantes primero y
i=1
tercero contribuirdn valores positivos a esta sumatoria, mientras que los puntos de los
cuadrantes segundo y cuarto contribuirdn valores negativos. Por lo tanto un valor positivo
grande de dicha sumatoria parece indicar una tendencia lineal positiva en el diagrama de
dispersion.
A la reciproca, un valor negativo grande indicaria una tendencia lineal negativa en el
diagrama de dispersion.
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Todo lo antedicho no es estrictamente cierto ya que si la cantidad de puntos fuera duplicada
sin cambiar la naturaleza de la dispersion, el valor de la sumatoria se veria aproximadamente
duplicado. Por lo tanto es necesario dividir el valor de la sumatoria por la cantidad de
puntos, n, antes de que se la pueda usar como medida de la interrelacion lineal entre las
variables.

Por lo tanto, la deseada medida de la interrelacion lineal sera:

Suv 30— %)y~ )

r = Coeficiente de correlacion lineal = ‘=1 =1=1 [1]
n NSySy

Efectuando calculos puede hallarse que para los datos indicados en la figura CR l.a
corresponde un coeficiente de correlacion lineal r = 0,66.

Para interpretar este resultado y para ver que valores de r se obtienen para distintos tipos de
diagramas de dispersion, considérese los diagramas de dispersion de la figura CR 1.d.

Los primeros cuatro diagramas corresponden a valores crecientes de r, es decir a
interrelaciones lineales crecientes entre X e Y.

Si estos diagramas fueran rotados 180° alrededor del eje y, las dispersiones aparecerian
como teniendo una dispersion lineal negativa, y los correspondientes valores de r serian los
negativos de los indicados en dichos diagramas.

Por lo tanto el valor absoluto de r determina la magnitud de la interrelacion lineal mientras
que su signo indica si los valores y; tienden a aumentar o disminuir a medida que los x;
crecen.
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Fig. CR I.d
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El quinto diagrama ilustra un caso en el cual los x; e y; estan muy interrelacionados pero que
dicha interrelacién no es lineal.

Esto ilustra que el coeficiente de correlacion r es una medida util de la interrelacién entre
variables solo cuando dicha interrelacion tiende a ser lineal.

Los diagramas de la figura CR I.d y sus valores asociados de r hacen plausible dos
propiedades de dicho coeficiente:

1°-1<r<1

2°. r =+ 1 cuando y solo cuando los puntos del diagrama de dispersion caen todos sobre una
misma linea recta.

La demostracion de estas propiedades es mas bien larga y tediosa, por lo que sera omitida
aca.

La interpretacion del coeficiente de correlacion lineal como medida de la interrelacion lineal
entre dos variables es en esencia una interpretacion puramente matematica, y esta
desprovista de toda connotacion causa — efecto. Asi por ejemplo, la cantidad de llamadas
telefonicas que se inician en Bs. As. entre las 11y 12 de la mafiana y la cantidad de huevos
que ponen las gallinas en el campo en dicho periodo, tienen una fuerte correlacion lineal
positiva a pesar de que uno de estos hechos no tiene ninguna influencia sobre el otro.

En cualquier problema que concierna a la correlacion lineal, el valor r puede ser considerado
como una muestra tomada de una poblacion. Por ejemplo si los datos indicados en la figura
CR l.a corresponden a 30 estudiantes tomados al azar dieron un coeficiente de correlacion
lineal igual a ry, otras muestras daran valores r», rs, etc.

La poblacién asi muestreada tiene una distribucion de probabilidad intrinseca DEXY’ y

supdngase que de dicha distribucion surja un pardmetro p que indique el grado de
correlacion lineal verdadero entre las variables X e Y.

Puede demostrarse que el valor r indicado en [1] es una estimacién maxima verosimil de
dicho pardmetro p.

Sean dos variables X e Y entre las cuales exista una cierta interrelacion lineal, la cual es
medida por el coeficiente de correlacion lineal r.

Supdngase que ademéas del grado de interrelacion lineal interese conocer el valor que
asumira una de las variables conocido el valor que asumié la otra.

Por ejemplo, supdngase que en la tabla de la figura CR l.a los valores x; correspondan al
rendimiento de un hombre como alumno y los valores y; correspondan a su posterior
rendimiento como profesional.

A un posible empleador del recién graduado le interesaria mucho poder predecir el eventual
rendimiento del candidato en base a su rendimiento como alumno.

El coeficiente r “pelado” es incapaz de efectuar dicha prediccidn, para efectuar la cual sera
necesario usar las técnicas de regresion a ser consideradas en los proximos parrafos.




CR5

CRII

Curvas de aproximacion

a.

Dado un diagrama de dispersion, a menudo interesa conocer una curva que se aproxime lo
mejor posible a los puntos del mismo.

A dicha curva se la llamara curva de aproximacion.

A menudo es posible visualizar por inspeccion cual es el tipo de curva que mejor se
aproximara (por ejemplo la recta de la figura CR Il.a y la pardbola de la figura CR 11.b), y a
veces el diagrama de dispersion tomara un aspecto de “perdigonada” para la cual
aparentemente no hay ninguna curva de aproximacion que tenga sentido (ver la figura
CR Il.c).

Fig. CR Il.a Fig. CR 1l.b Fig. CR Il.c

A veces el tipo de curva de aproximacion adecuada al caso es elegida “a 0jo”, pero a
menudo dicha eleccion proviene de algin conocimiento previo sobre una probable relacion
existente entre las variables.

Las ecuaciones de las curvas de aproximacion mas comunes son:

Linea recta : y =ag+arx

Parabola : y =ag+arx +ayx

Polinomio de grado n : Yy =ag+arX+ap+ ... +ax"
Exponencial : y =ke*

El caso en que la curva de aproximacion sea una recta es el que ulteriormente sera mas facil
de tratar.

Existen curvas de aproximacion que no son rectas pero que mediante adecuados cambios de
variables se transforman en rectas.

A estas curvas de aproximacion no lineales susceptibles de ser linealizadas se las Ilamara
intrinsecamente lineales.

Evidentemente, en el caso de que los resultados experimentales conduzcan a un diagrama
de dispersion al cual corresponde una curva de aproximacion intrinsecamente lineal,
aplicando los cambios de variables del caso a los resultados experimentales se obtendra un
diagrama de dispersion al cual correspondera una curva de aproximacion rectilinea.

En el caso de que nada sugiera el tipo de curva de aproximacion a adoptar, por ejemplo el
caso de la “perdigonada” de la figura CR Il.c, la politica que generalmente se adopta es
suponer una linea recta como curva de aproximacion.
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CR 1N

Método de los minimos cuadrados

a.

Una vez decidido el tipo de curva que se adoptara como curva de aproximacion, quedan por
definir los coeficientes de la ecuacion correspondiente que den el mejor ajuste posible de la
curva al diagrama de dispersion.

Consideérese el caso de la figura CR 1ll.a, en la cual los puntos del diagrama de dispersion
son (X1, Y1), ---, (Xn, Yn). Sea C una curva de aproximacion del tipo elegido, pero de la cual
todavia no se conocen los valores de sus coeficientes.

CurvaC

V=N

(%, Yn)

(X1, y1)

:,dl (X2 ! y;
Oay1) ol
(X2, Y2)

Fig. CR lll.a

7 - =7z * -
Para x = x; habré una desviacion d entre y; y el valor y; correspondiente a la curva C. Es

- * 7 - -7 -
decir que d1 =y; — y; . A este valor d; se lo llamara desviacion, error, o valor residual en x;.
Este valor puede ser positivo, negativo o nulo.
Anélogamente, asociadas a X = Xy, ..., X = X,, existiran desviaciones dy, ..., dn.

Se define que la magnitud de la desviacion del conjunto de los n valores ys, ..., Yy, de la
curva de aproximacion esta dada por la magnitud:

D:d12+...+d§ [1]

El problema gueda ahora reducido a encontrar los coeficientes de un tipo de curva de la C
que hagan minimo el valor D. Una vez determinados estos valores, a la curva
correspondiente se la llamara curva de regresion de Y sobre X.

Si en vez de considerar el procedimiento recién indicado se hubieran tomado desviaciones
horizontales en vez de verticales (ver figura CR Ill.b), se encontraria una curva C" de
regresion de X sobre Y.
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CurvaC  &----
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Fig. CR L.

Notar que:
1°. La curva C de regresion de Y sobre X es tal que y* = f(x)
La curva C” de regresion de X sobre Y es tal que X = ¢(y)
2°. Salvo casos excepcionales, estas dos curvas de regresion no coinciden.

Surge ahora una pregunta:

Porque en vez de considerar desviaciones “verticales” tal como usadas en a. o desviaciones
“horizontales” tal como usadas en b. no se consideran desviaciones perpendiculares a los
puntos a la curva.

La respuesta es muy sencilla: El trato ulterior del problema seria mucho mas complicado.

CRIV

Rectas de regresion

a.

Sea un diagrama de dispersion. Se buscara la recta que mejor se adapte a dicha dispersion en
el sentido de hacer minima a la magnitud D definida en [1] de CR I1I.

Se deja constancia de que no es indispensable que los puntos del diagrama tengan una
tendencia rectilinea.

Es conveniente, a fin de simplificar los calculos, expresar la ecuacion de dicha recta como:
y =ap+ai(x— X) [1]

donde los coeficientes ap y a; son por el momento desconocidos.
Los valores de ap y a; que hacen minima a la magnitud:

D=df +..+df =D (yi —yi)? ZZ[yi —ag —ay (X —7()]2

i=1 i=1

Ver [1]



han de ser tales que:

D U
a_Ez[y, ag —a1 (X —X)[(-1) =0
S_D: >.2lyi —ag —a1 (% =]~ (5 - %) =0

4 ia

Simplificando estas expresiones se obtiene:

n n
Nag +ay ) (Xj —X) =Y yj =ny
i—1 i1

ag Y. (X —X)+a; Y (X -x%)% = D (xi = X)y;

|=1 |:1 |:l

n
y teniendo en cuenta que Z(xi —X) =0 resulta:

i-1
n
D (i —X)y;

2=y R T S [2]
D (i ~x)?
i-1

y por [1] resulta entonces que la recta de regresion ptima de Y sobre X sera:

> (X = X)Yi
y=y+—(x-%) [3]
(x —%)?
i=1
Como:
DX =i =) =D (X =Xy + YD (5 —%) =D (X —X)Yj
i=1 i=1 i=1 i=1

=0

resulta que la expresion [3] puede ser puesta bajo cualquiera de las siguientes formas:

Z(Xi =X)(yi -Y)
y'=y+ = (x=%) [4]
> (x; - %)?
i=1

CR8
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1 n
= (% =X —Y)
=

\/iZm —2)2\/i2(yi -9)?
i=1 i=1

AL—/ =r(ver[1]de CR)

* —_—

y =y +r 2t (x-x)

Sx

(v -y) _, (x=%)
Sy SX

[5]

[6]

Por un procedimiento anélogo al recién desarrollado se obtendria que la recta de regresion

de X sobre Y es:

X'=x +r X (y-y)
Sy

0, bajo otra forma:

X -%)_ (-9
SX Sy

[7]

[8]

Observando las ecuaciones [5] y [7] resulta que:

Sy

Pendiente de la recta de regresion de Y sobre X =r ——

Sx

Sx

Pendiente de la recta de regresion de X sobre Y =r —=

Por [1] de CR 1l y por [5] se tiene que:

Sy
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n s 2
=Z[(yi—y)—ri(xi —X)} =
SX

i=1

n

D= 2.0~

n 2

Z{(y. y)? +r? Y(x.—x) 2r§i(xi—i>(yi—7)]=
2y

sx
n
= 2 er2 S z(x.—x) Z(xi—f>(yi—v>=
i=1 SXll =1
/ / (Ver [1] de CR 1)
—ns$+ nr2 SY 2ns$ 2—nsY(1+r —2r)—nsY(1—r)
Resumiendo:
D=ns2(1-1) [9]
Y

Este valor ha sido hallado considerando la regresion de Y sobre X.
Si se hubiera considerado la regresion de X sobre Y se habria hallado:

D' =ns3 (1-r) [10]

valor que diferira de D si Sy # Sy.
Observar que si fuera r = 1 (todos los puntos sobre una misma recta) resultariaD = D" = 0.

En todo lo antedicho se ha supuesto que tanto los valores x; como los y; son valores
asumidos por variables aleatorias X e Y, pero los razonamientos hechos son asimismo
validos para el caso en que una de las variables asuma valores controlados por el operador.

Por ejemplo, supdngase que se forme un grupo de 1000 personas de 40 afios de edad, otro de

1000 personas de 41 afios, ..., y otro de 1000 personas de 60 afios, y que se halle la presion
arterial promedio de cada grupo.

Haciendo corresponder la variable X a la edad y la variable Y a la presién arterial promedio,
se tendra que los valores asumidos por X son controlados y que los asumidos por Y son
aleatorios.

El objetivo principal del andlisis de la regresion consiste en obtener predicciones del valor
que asumird la variable Y para un valor determinado de X (o viceversa). Esto es valido no
solo para el caso de una regresion lineal, sino también para cualquier otro tipo de regresion.
Consideérese por el momento el caso de una regresion lineal. Sea [5] la recta de regresion
lineal correspondiente al caso. Dado un valor X, se tiene que y~ es la estimacién méaximo
verosimil del valor que asumira Y cuando X asuma el valor x.

Por otra parte, como los valores (x; , yi) no se ajustan exactamente a la antedicha recta de
regresion, la antedicha estimacién maximo verosimil esta sujeta a un cierto error.

El asi llamado error tipico de estimacién de Y sobre X esta definido por la expresion:
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n * 9
D0 -Vi)
i=1

n

\/Ez,/sg(l—rz)zsw/(l—rz) [11]
T\Ver [9]

Ver [1] de CR 111

Este error tipico de estimacion tiene propiedades analogas a la de la desviacion tipica. Por
ejemplo, si se trazan pares de rectas paralelas a la recta de regresion a distancias verticales
Syx (2 Syx) para n grande se encontrard que entre dicho par de rectas estard
aproximadamente el 68 % (el 95 %) de los puntos del diagrama de dispersion.

CRV
Aplicaciones
CRV1
a. La tabla de la figura CR V.a da en Kg. los pesos X e Y de una muestra de 12 padres y sus

hijos varones mayores, ambos a la edad de 18 afios.

Peso X del padre | 65| 63 | 67 | 64 | 68 | 62 | 70 | 66 | 68 | 67 | 69 | 71
Peso Y del hijo 68| 66 | 68 | 65 | 69 | 66 | 68 | 65 | 71 | 67 | 68 | 70
Fig. CRV.a
Se pide hallar:
- El coeficiente de correlacion lineal entre X e Y.
- Larecta de regresion de Y sobre X.
- Larecta de regresion de X sobre Y.
- Elerror tipico de estimacion de Y sobre X.
b.
Xi i Xi—=X | ¥i-¥ | x-%° | (vi-9)? |i=X)yi-Y)
65 68 -1,7 0,4 2,89 0,16 -0,68
63 66 -3,7 -1,6 13,69 2,56 5,92
67 68 0,3 0,4 0,09 0,16 0,12
64 65 -2,7 -2,6 7,29 6,76 7,02
68 69 1,3 1,4 1,64 1,96 1,82
62 66 -4,7 -1,6 22,09 2,56 7,52
70 68 3,3 0,4 10,89 0,16 1,32
66 65 -0,7 -2,6 0,49 6,76 1,82
68 71 1,3 3,4 1,69 11,56 4,42
67 67 0,3 -0,6 0,09 0,36 -0,18
69 68 2,3 0,4 5,29 0,16 0,92
71 70 4,3 2,4 18,49 5,76 10,32
2.=800 | X =811 2.=8468 | >X=3892 2. =40,34

Fig. CR V.b
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r=212 ____ =0,703 [1]
2,656-1,8

Recta de regresion de Y sobre X (ver [5] de CR IV):

18
2,656

y =67,6+0,703 (x — 66,7) = 35,82 + 0,476 X [2]

Recta de regresion de X sobre Y (ver [7] de CR IV):

X =66,7 +0,703 - % (y—-67,6) =—3,42+1,0373y [3]

Ver figuraCR V.c.

37y
] X =-3,42+1,0373 -
71 ° i

4 /,’ *._,—
69 o _.--7y =3582+0,476 x

67 - -~ e

Peso del hijo
\

65 -- .- °

1+

61 63 65 67 69 71 73 .
Fig. CR V.c
Peso del padre

C. Error tipico de estimacién de Y sobre X (ver [11] de CR IV)

Syx = 1,8 /1—(0,703)% = 1,28
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[o2]
©
|

Recta de regresion
de Y sobre X

Peso del hijo
1]

(o]
o1
|

N
w
|

(<2}
=

61 63 65 67 69 71 73
Peso del padre Fig. CR V.d

X

La recta de regresion indicada en [2] esta dibujada en trazo grueso en la figura CR V.d. Sus
paralelas a distancia vertical syx = 1,28 estan dibujadas en trazo punteado. Se ve en dicha
figura que 7 de los 12 puntos caen entre dichas paralelas y 2 aparecen sobre ellas. Una
aritmética mas fina (mas decimales) revelaria que uno de esos dos también caeria entre las

paralelas. Por lo tanto %2 = 66,66 % de los puntos caen entre las paralelas, obteniéndose asi

un porcentaje proximo al 68 % predicho en h. de CR IV. Esta diferencia es debida a la
escasa cantidad de puntos del diagrama de dispersion considerado.

CRV 2

a. Supoéngase que interese calcular la aceleracion de la gravedad midiendo con un cronémetro
de mano los periodos de oscilacion de péndulos de distintas longitudes que describen
oscilaciones pequefias.

Segun visto en fisica se tiene que:

T =2z \P _2 [1]
g o
siendo:

T = Periodo de oscilacion (seg)

L = Longitud del péndulo (m)

g = Aceleracion de la gravedad (y 5)
seg

Evidentemente, si se pudiera medir con absoluta precision el periodo de oscilacion de un
péndulo de una longitud determinada se podria determinar a g con una Unica medicion, pero
dado lo rudimentario del método usado para medir los tiempos de oscilacion en este
experimento, es inevitable que los resultados obtenidos no seran coincidentes para distintas
longitudes del péndulo considerado.

b. Poniendo en [1]:
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y:T XxX=1L k=2—7z. r=% [2]
Vo
dicha férmula toma el aspecto:
y=kx' (3]

Efectuando el experimento para diversas longitudes del péndulo se obtiene un cierto
diagrama de dispersion, y por conocimiento previo del fendmeno fisico involucrado, se sabe
que la curva de aproximacién adecuada al caso sera de la forma:

y =kx' [4]

Esta curva de aproximacion es intrinsecamente lineal (ver CR Il.c) ya que haciendo el
cambio de variables:

X'= Igex y = 1gey [5]
se obtiene la curva de aproximacion rectilinea:
y =lgk+rx [6]

Sean los datos experimentales “crudos” indicados en la figura CR Vl.a a los cuales
corresponden los datos modificados segun [5] indicados en la figura CR V1.b.

X'=L y=T X =1gex = 1geL y'=Igey = 10T
(m) (seg)
1,025 2,025 0,0246926 0,7055697
0,805 1,813 -0,216913 0,5949829
0,745 1,739 -0,294371 0,5533102
0,675 1,650 -0,3930425 0,5007753
0,615 1,573 -0,486133 0,4529846
0,515 1,441 -0,6635883 0,3653373
0,435 1,338 -0,8324092 0,2911760
0,370 1,232 -0,9942522 0,2086389
0,325 1,149 -1,1239301 0,1388920
0,270 1,051 -1,3093333 0,0497421
0,205 0,912 -1,5847453 -0,0921152
Fig. CR Vl.a Fig. CR Vl.b

Segun indicado en [3] de CR IV se tiene que:
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11 11 11
D> X=Xy DGX)Y 2 (XG-X)Y
B P | U o, i=1 .
> (xi=X) D (X=X D (X=X
i=1 i=1 i=1
aop a1
Resumiendo:
y = ag + X

y comparando con [6] resulta que:

2

Jo

ap = 1gck = Ige

y por lo tanto:

2
eaO: 2_7[ =g= (2_”]
e20

Efectuando los calculos indicados en [7] (evidentemente con la ayuda de una computadora),
en base a los datos de la figura CR V1.b se llega a que:

ap=0,7172 = g = 9,406

lo cual constituye una aproximacion razonable de la magnitud de la aceleracion de la
gravedad, visto y considerando la precariedad del método empleado.

CRVII

Regresién curvilinea

a. Si el diagrama de dispersion indica que una recta no se adaptara satisfactoriamente a los
datos obtenidos debido a la no linealidad de la tendencia observada, debe adoptarse otro tipo
de curva de aproximacion.

Si no hay razones bésicas que sugieran un cierto tipo de curva, generalmente se usaran
curvas polinémicas por su simplicidad y flexibilidad.

Por inspeccion puede a menudo determinarse el grado de la curva polindomica mas sencilla
que se ajuste a los valores obtenidos.

b. A titulo de ejemplo se supondra que la curva del caso es una pardbola cuya ecuacion es:

y* =ap+ aiXx+ 3.2X2



Entonces se tiene que:

n * n 2
D=dZ+..+df = D (¥i-¥i)? = Z[yi ~ag - a1 —azxiz}
i:l |=1

Los valores de ao, a; y a; que hacen minima a D han de ser tales que:

oD

5aozi§[ i —ap —apXj —azx; }( 1)=0
n

aal E[ —aQ —alXj —apx; }( Xj)=0
n

8a2 E [ —aQ —a1Xj —apx; }( x)=0

Simplificando estas expresiones se obtiene:

n n n
na0+alzxi+a22xi2=2yi
i=1 i=1 i=1
n no, n o, n

aOZXi+alin +ap Y X7 = D XjYj
i =1 i l '—l i=1
n

aOZx +alzx +a22x inzyi
=1 i=1
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Resolviendo este sistema se hallan los coeficientes ag, a; y a; que proporcionan el mejor

ajuste posible de la parabola a los datos del problema.

La generalizacion de lo visto en b. al caso en que la curva de aproximacion sea un

polinomio de grado k es obvia.
Se obtendra un sistema:

n noo0
na0+alzxi+...+ak2xi =Zyi

'—l i 1 i 1
a02x|+alzx +.. +ak2karl Zx i
=1 =1

n n n n
aQ ink +alzxik+1+...+ak inzk = inkyi
i=1 i=1 i=1 i=1

y resolviendo este sistema se hallarén los valores ay, aj, ..., ax que implican el mejor ajuste

posible de la curva polindmica:



a.
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y*=ao+a1x+ +aka
a los datos del problema.

En este caso de regresion polinémica, el error tipico de estimacion de Y sobre X viene dado
por la expresion:

n
Z(yi —ay — X —...—akxik)2
i=1

Syx =
n

Ena., b.y c. se ha tratado el caso de una regresion polindmica de Y sobre X.
Una regresion polinémica de X sobre Y seria tratada de una manera anéloga.

CRVII

Observaciones

Lo visto en este capitulo constituye apenas un “viaje exploratorio” al mundo de la
correlacion y regresion, habiéndose tratado Unicamente de introducir los conceptos
fundamentales de dichos temas.

Un tratamiento completo insumiria unas 100 o mas paginas.

Los problemas de correlacion y regresion implican por lo general una dosis inaceptable de
aritmética si ésta se hace a mano.

Si se trabaja profesionalmente en este tema es practicamente indispensable el uso de una
computadora dotada de un software adecuado.

Hoy en dia muchas calculadoras cientificas tienen el modo “reg” que con solo ingresar los
pares de datos se obtienen los pardmetros de la recta de ajuste (ap y az).

Vale la pena citar la reflexién hecha por M. I. Moroney en su pequefio gran libro “Hechos y
Estadisticas”.

“La rama de la estadistica que mayor similitud tiene con una maquina de hacer salchichas
es el andlisis de la correlacion y regresion. El problema de la interpretacion de los resultados
es siempre mucho mas dificil que las manipulaciones estadisticas”.

“Para hacer una interpretacion correcta de los resultados no hay substituto para el
conocimiento profundo y detallado del problema que se tiene entre manos y de sus
condiciones de contorno”.

“El estadistico puede ayudar al especialista en su campo, pero no puede nunca sustituirlo”.
“Quien usa sin precauciones herramientas de alto filo tiene un gran riesgo de cortarse”.
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APENDICE

Curvas de aproximacion intrinsecamente lineales

a. En el parrafo CR 1l c. se definid lo que son las curvas de aproximacion intrinsecamente
lineales.
En la tabla de la figura A.CR.a se indican algunas de las curvas de aproximacion
intrinsecamente lineales mas comunes junto con los correspondientes cambios de variables
que determinan que a los resultados experimentales modificados por dichos cambios

corresponda una curva de aproximacion lineal.

L Cambios de variables a Curva de aproximacion
Curva de aproximacion . )
Caso | . . . aplicar a los resultados después de efectuado el
intrinsecamente lineal . 9 ” . -
experimentales “crudos cambio de variables
(a) y =ae” X=X;y'= gy Y =lg.a+hbx
(b) y =ax’ X =1ge X ; Yy = 1gey y =Igea+bx
(©) y =a+blgeX X=1gex;y' =y y =a+bx
(d) y*:a+% X = 4 Ty =y y'*:a+bx'
Fig. A.CR.a

En la figura A.CR.b se han graficado las curvas de aproximacion intrinsecamente lineales
indicadas en la segunda columna de la tabla A.CR.a.

y y b>1
b>0 0<b<1
a
b<0 b<0O
() X (b) X
y y
b>0
b>0
S
b<0 b<0
0 -
() X (d) X

Fig. A.CR.b
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Ejercicios sobre Correlacion y Regresion

Demostrar que la formula [1] de CR | (definicion del coeficiente de correlacion) también
podria ser expresada bajo la forma (mucho mas econémica en aritmética):

o il

i=1 i=1 i=1

n nlxiz —[inf Ny _L%YiJZ

i= i=1 i=1

Explicar porque no seria sorprendente encontrar una alta correlacion entre el trafico en la
Panamericana y la altura de la marea en Rio Gallegos. Supdngase que se hacen mediciones
cada hora entre las 6 y 10 de la mafiana y que la marea maxima en Rio Gallegos ocurra a las
8 de la mariana.

Cual seria el efecto en el valor r del coeficiente de correlacion entre el peso y la estatura de
los varones de todas las edades si solo fueran muestreados varones entre 20 y 25 afos.
Haga un diagrama de dispersion para ayudar su contestacion.

Si la recta de regresion de Y sobre X esy” = ag + a; X, Y la recta de regresion de X sobre Y es
X =bg + by y, probar que aih; = r’.

La tabla adjunta muestra los indices de precios de la alimentacion X y de los gastos médicos
Y a los largo de 9 afios. Se pide hallar:

- El coeficiente de correlacién lineal de Y y X.

- Larecta de regresion de Y sobre X.

- Larecta de regresion de X sobre Y.

- Elerror tipico de estimacion de Y sobre X.

X | 175 181 192 211 235 255 275 286 292

Y | 169 185 202 219 240 266 295 329 357

Ajustar una parabola al conjunto de datos de la tabla adjunta:

X 12 18 3,1 4,9 5,7 7,1 8,6 9,8
Y | 45 59 7,0 7,8 7,2 6,8 4,5 2,7

(La cantidad de aritmética que requiere este problema implica el uso de una computadora).



